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Soient k un corps de nombres et Ok son anneau d’entiers.
Soient l un nombre premier et m un entier naturel. Soient C
(resp. H) un groupe cyclique d’ordre l (resp. m). Soit Γ = C  H
un groupe métacyclique d’ordre lm, avec H opérant ﬁdèlement
sur C . Soient M un Ok-ordre maximal dans l’algèbre semi-
simple k[Γ ] contenant Ok[Γ ], et Cl(M) le groupe des classes des
M-modules localement libres. On déﬁnit l’ensemble R(M) des
classes réalisables comme étant l’ensemble des classes c ∈ Cl(M)
telles qu’il existe une extension N/k modérément ramiﬁée, à groupe
de Galois isomorphe à Γ , avec la classe de M⊗Ok[Γ ] ON est égale
à c, où ON est l’anneau des entiers de N . Dans cet article, on déﬁnit
un sous-ensemble de R(M) et on montre, par l’intermédiaire
d’une description utilisant un idéal de Stickelberger, qu’il est un
sous-groupe de Cl(M), sous l’hypothèse que k est linéairement
disjoint du l-ième corps cyclotomique sur Q.
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a b s t r a c t
Let k be a number ﬁeld and Ok its ring of integers. Let l be a
prime number and m a natural number. Let C (resp. H) be a cyclic
group of order l (resp. m). Let Γ = C  H be a metacyclic group
of order lm, with H acting faithfully on C . Let M be a maximal
Ok-order in the semi-simple algebra k[Γ ] containing Ok[Γ ], and
Cl(M) its locally free class group. We deﬁne the set R(M) of
realizable classes to be the set of classes c ∈ Cl(M) such that
there exists a Galois extension N/k which is tame, with Galois
group isomorphic to Γ , and for which [M ⊗Ok[Γ ] ON ] = c, where
ON is the ring of integers of N . In the present article, we deﬁne
a subset of R(M) and prove, by means of a description using
a Stickelberger ideal, that it is a subgroup of Cl(M), under the
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disjoint.
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1. Introduction et énoncé des principaux résultats
Dans tout cet article, si K est un corps de nombres, O K désigne son anneau d’entiers et Cl(K ) son
groupe des classes.
Soient k un corps de nombres et Γ un groupe ﬁni. Soient M un Ok-ordre maximal dans l’al-
gèbre semi-simple k[Γ ] contenant Ok[Γ ]. Soit Cl(Ok[Γ ]) (resp. Cl(M)) le groupe des classes des
Ok[Γ ]-modules (resp. M-modules) localement libres (voir [12, Chap. I]). Soit M un Ok[Γ ]-module
localement libre. On peut associer à M une classe, notée [M], dans Cl(Ok[Γ ]), et par extension des
scalaires la classe de M ⊗Ok[Γ ] M , notée [M ⊗Ok[Γ ] M], dans Cl(M). Ceci s’applique à M = ON , où
N/k est une extension galoisienne, modérément ramiﬁée et à groupe de Galois isomorphe à Γ .
On désigne par R(Ok[Γ ]) (resp. R(M)) l’ensemble des classes c de Cl(Ok[Γ ]) (resp. Cl(M))
telles qu’il existe une extension N/k modérément ramiﬁée, à groupe de Galois isomorphe à Γ , avec
[ON ] = c (resp. [M ⊗Ok[Γ ] ON ] = c). Nous dirons que R(Ok[Γ ]) (resp. R(M)) est l’ensemble des
classes galoisiennes réalisables. Le problème des classes réalisables d’extensions galoisiennes consiste
en l’étude de la structure de ces deux ensembles. Signalons que ces derniers sont liés par la relation :
Ex(R(Ok[Γ ])) = R(M), où Ex : Cl(Ok[Γ ]) → Cl(M) est le morphisme surjectif induit par l’extension
des scalaires de Ok[Γ ] à M.
Notons Cl◦(Ok[Γ ]) (resp. Cl◦(M)) le noyau du morphisme Cl(Ok[Γ ]) → Cl(k) (resp. Cl(M) →
Cl(k)) induit par l’augmentation Ok[Γ ] → Ok (resp. M → Ok). Il découle de TrN/k(ON ) = Ok que
R(Ok[Γ ]) ⊂ Cl◦(Ok[Γ ]) et R(M) ⊂ Cl◦(M), où TrN/k est la trace dans N/k.
On conjecture (voir par exemple [3]) que R(Ok[Γ ]) et R(M) sont des sous-groupes respectifs de
Cl◦(Ok[Γ ]) et Cl◦(M) ; signalons que cela est vrai lorsque Γ est abélien (voir [16]). Cette conjecture
(non abélienne) peut être considérée comme un complément à celle de Fröhlich sur les anneaux
d’entiers de corps de nombres (la conjecture de Fröhlich est démontrée dans [24]).
Pour des résultats récents dans la direction de l’étude de la conjecture non abélienne sur les classes
réalisables voir [2–5,22].
Dans la suite, pour ne pas alourdir les notations, on identiﬁera fréquemment des groupes iso-
morphes quand c’est faisable sans ambiguïté.
Soit H un groupe ﬁni d’ordre un entier naturel m. Soient l un nombre premier et C un groupe
cyclique d’ordre l. Soit μ une représentation Fl-linéaire de H dans C :
μ : H −→ Aut(C) ( (Z/lZ)∗),
où (Z/lZ)∗ est le groupe des éléments inversibles de Z/lZ. Notons Γ le produit semi-direct de C et H
déﬁni à l’aide de μ :
Γ = C μ H .
Supposons μ ﬁdèle dans toute la suite de l’article. Alors H est cyclique et m divise l − 1. On peut
dire plus (voir [14, p. 12]) : à isomorphisme près, il existe un unique tel groupe Γ et il est isomorphe
à l’unique sous-groupe d’ordre lm du groupe aﬃne d’une droite sur Fl . Si m = l − 1, alors Γ est le
groupe aﬃne lui-même. Pour m = 1 (resp. m = 2), Γ est cyclique (resp. diédral). On peut caractériser
ces groupes métacycliques comme étant les groupes résolubles transitifs de degré premier (théorème
de Burnside). Le groupe Γ peut être déﬁni par la présentation suivante :
Γ = 〈σ ,τ : σ l = τm = 1, τστ−1 = σ r 〉,
où r est un entier, avec 1 r  (l − 1), et la classe de r dans (Z/lZ)∗ est d’ordre m.
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Dans cet article, toute extension galoisienne N/k dont le groupe de Galois est isomorphe à Γ est
appelée extension métacyclique de degré lm.
Le point de départ du présent article était la lecture de [14] et une tentative de généralisations
des arguments et résultats de [20], avec comme objectif la détermination de R(M) lorsque Γ est
un groupe résoluble transitif de degré premier. Nous n’avons pas réussi à atteindre notre objectif,
mais nous avons déﬁni un sous-ensemble R1(M) de R(M) et montré qu’il est un sous-groupe de
Cl◦(M) sous une certaine hypothèse (voir ci-dessous). (On pourrait consulter [21] pour une démarche
analogue.)
Dans toute la suite ξ désigne une racine primitive l-ième de l’unité. On déﬁnit R1(M) comme
étant l’ensemble des classes réalisables des extensions métacycliques N/k de degré lm, telles que la
sous-extension k1/k de N/k de degré m est linéairement disjointe de k(ξ)/k.
Dans cet article, nous déterminons R1(M) à l’aide d’un idéal de Stickelberger, et montrons qu’il
est un sous-groupe de Cl◦(M) sous l’hypothèse que k/Q et Q(ξ)/Q sont linéairement disjointes.
Dans [20], Γ est un groupe métacyclique d’ordre lm, avec m = q est un nombre premier, et k/Q
est linéairement disjoint du lq-ième corps cyclotomique sur Q ; le corps k′ de [20] correspond à k1.
Après lecture attentive de [20], nous avons constaté qu’on a besoin de supposer que k′ ∩ k(ξ) = k
dans [20, p. 91, ligne 18] et jusqu’à la ﬁn de l’article. Donc, dans [20], on a en fait déterminé R1(M)
et non R(M). En résumé : l’énoncé du [20, Théorème, p. 89] est correct avec R1(M) au lieu de
R(M), et la description correcte de R1(M) (au lieu de R(M)) est dans [5, Appendix, p. 18]. On
pourrait utiliser le présent article comme une correction déﬁnitive de [20] (voir ci-dessous la seconde
remarque après le théorème 1.1).
Le but de la suite est d’énoncer nos principaux résultats.
Comme Γ/C (isomorphe à H) est abélien, C d’ordre premier et Γ non abélien, le groupe dérivé
de Γ est C . Donc il y a m caractères absolument irréductibles de Γ de degré 1 : on les obtient en
composant les caractères de degré 1 de Γ/C avec la surjection canonique de Γ sur Γ/C . Soient n+ 1
le nombre des classes de conjugaison sur k de ces caractères, et {ψi, 0 i  n} un système de leurs
représentants, avec ψ0 le caractère trivial.
Pour tout i, 0  i  n, la restriction de ψi à H déﬁnit un caractère de H , car C ⊂ Ker(ψi), qu’on
note χi . Il est clair que {χi, 0  i  n} est un système de représentants des classes de conjugaison
sur k des caractères absolument irréductibles de H . Soit k(ψi) (resp. k(χi)) l’extension de k obtenue
par adjonction à k des valeurs de ψi (resp. χi), alors k(ψi) = k(χi) pour tout i, 0 i  n.
Soit F/Q la sous-extension de Q(ξ)/Q de degré (l − 1)/m. Les autres caractères absolument irré-
ductibles de Γ sont de degré m, et il y en a (l − 1)/m ; ils sont induits par des caractères de degré 1
et d’ordre l de C , sont à valeurs dans F et sont conjugués sous Gal(F/Q) (voir [14, §2, p. 13]).
Maintenant supposons que k/Q et Q(ξ)/Q soient linéairement disjointes si bien que Gal(k(ξ)/k) 
Gal(Q(ξ)/Q). Soit E0/k la sous-extension de k(ξ)/k de degré (l−1)/m. Signalons que sous l’hypothèse
précédente, notre E0 est le même que celui déﬁni dans [6, Appendice, p. 341] (attention à la diffé-
rence des notations : les p et q de [6, Appendice] correspondent respectivement à l et m). Puisque
Gal(E0/k)  Gal(F/Q), il y a une seule classe de conjugaison sur k des caractères irréductibles de Γ
de degré m ; notons que son cardinal est (l−1)/m. On note χ un représentant d’une telle classe, et ψ
un caractère de degré 1 et d’ordre l de C tel que :
χ = IndΓC ψ.
Remarques. (1) Puisque C est un sous-groupe distingué de Γ , il est immédiat que pour tout γ ∈
Γ \ C , χ(γ ) = 0. En utilisant la formule bien connue donnant IndΓC ψ et le fait que sr , déﬁni par
sr(ξ) = ξ r , est un générateur de Gal(Q(ξ)/F ), on vériﬁe facilement que pour tout i, 0  i  (l − 1),
on a : χ(σ i) = TrQ(ξ)/F (ψ(σ )i), où Tr désigne la trace.
(2) Le but de cette remarque est de montrer que χ n’est pas symplectique.
Soit c(χ) = |Γ |−1∑γ∈Γ χ(γ 2) l’indicateur de Frobenius–Schur de χ (voir [8, (73.12) et (73.14),
pp. 725–726]), où |Γ | est l’ordre de Γ . On a c(χ) = 0, en effet :
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|Γ |−1∑γ∈Γ χ(γ ) ; d’où c(χ) = 0 car χ est orthogonal au caractère trivial.
– Si m est pair, les éléments de Γ tels que γ 2 ∈ C sont : les éléments de C et les σ iτm/2, 0 i 
(l − 1). On a (σ iτm/2)2 = σ irm/2 . En utilisant le fait que σ rm/2 est un générateur de C , car r est
premier avec l, on obtient : c(χ) = 2|Γ |−1∑γ∈C χ(γ ). Or ∑γ∈C χ(γ ) = TrQ(ξ)/F (∑l−1i=0 ψ(σ )i) =
TrQ(ξ)/F (0) = 0 (ψ est d’ordre l). Par conséquent c(χ) = 0.
Puisque c(χ) 	= −1, χ n’est pas symplectique d’après [8, (73.13), p. 726] (χ est unitaire car
c(χ) = 0 ; voir la déﬁnition de unitaire dans [8, (73.10)(i), p. 724]). Ceci termine la seconde remarque.
Soit k(χ) l’extension de k obtenue par adjonction à k des valeurs de χ . En utilisant [8, p. 330
et §74] il est immédiat que la décomposition de Wedderburn de l’algèbre semi-simple k[Γ ] en un
produit d’algèbres simples est la suivante (on rappelle que k(ψi) = k(χi)) :
k[Γ ] 
n∏
i=0
k(ψi) × Mnχ (Dχ ) =
n∏
i=0
k(χi) × Mnχ (Dχ ),
où Dχ est un corps gauche de centre k(χ), et Mnχ (Dχ ), qui est l’anneau des matrices carrées d’ordre
nχ à coeﬃcients dans Dχ (on rappelle que nχ = χ(1)/s0, où s0 est l’indice de Schur relatif à k), est
la composante simple associée à χ .
De plus (voir [8, p. 330]), le degré de k(χ)/k est égal au nombre t des conjugués sur k de χ . On a
vu, ci-dessus juste avant les remarques, que t = (l − 1)/m. Comme k(χ)/k est une sous-extension de
l’extension cyclique k(ξ)/k et le degré de E0/k est (l − 1)/m, on a k(χ) = E0.
Soit M un Ok-ordre maximal de k[Γ ] contenant Ok[Γ ]. Puisque χ n’est pas symplectique, l’en-
semble des places réelles de k(χ) = E0 ramiﬁées dans Mnχ (Dχ ) est vide. Il est évident que pour
tout i, 0 i  n, la composante simple k(ψi) est non ramiﬁée en toutes places réelles de k(ψi). Donc,
d’une part k[Γ ] vériﬁe la condition d’Eichler (voir [18, Deﬁnition 38.1, pp. 343–344; Deﬁnition 34.3,
p. 294]). D’autre part, un résultat de Swan (voir [18, Theorem 35.14, p. 313]) nous donne :
Cl(M) 
n∏
i=0
Cl
(
k(ψi)
)× Cl(E0) = n∏
i=0
Cl
(
k(χi)
)× Cl(E0).
D’où :
Cl◦(M) 
n∏
i=1
Cl
(
k(χi)
)× Cl(E0).
Nous identiﬁerons fréquemment Cl◦(M) avec ∏ni=1 Cl(k(χi)) × Cl(E0) sous l’isomorphisme précé-
dent.
La décomposition de Wedderburn de l’algèbre semi-simple k[H] en un produit d’algèbres simples
est la suivante :
k[H] 
n∏
i=0
k(χi).
Soit M(H) l’ordre maximal de Ok dans k[H]. Comme H est abélien :
Cl
(M(H)) n∏Cl(k(χi)), et donc Cl◦(M(H)) n∏Cl(k(χi)).i=0 i=1
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siennes et modérées de k, dont le groupe de Galois est isomorphe à H . D’après [16], R(M(H)) est
un sous-groupe de Cl◦(M(H)) qu’on peut décrire par une correspondance de Stickelberger ; on l’iden-
tiﬁera souvent avec un sous-groupe de
∏n
i=1 Cl(k(χi)).
Soit
S = Gal(k(ξ)/k)= {si | 1 i  l − 1}, avec si(ξ) = ξ i .
Soit l’élément de Stickelberger
θ =
l−1∑
i=1
is−1i ,
et soit l’idéal de Stickelberger
S = (1/l)θZ[S] ∩ Z[S].
L’action naturelle de S par restriction sur les idéaux fractionnaires de E0 induit une structure de
Z[S]-module sur Cl(E0). On note SCl(E0) le sous-groupe de Cl(E0) engendré par les éléments de la
forme sc, où s ∈ S et c ∈ Cl(E0).
Si K/k est une extension ﬁnie de corps de nombres, NK/k désigne la norme dans K/k, et l’on
note φK/k le morphisme de Cl(k) à valeurs dans Cl(K ) qui à la classe d’un idéal fractionnaire I de Ok
associe la classe de l’idéal étendu I O K dans Cl(K ).
Dans la section 3, on démontre le théorème suivant :
Théorème 1.1. Soient k un corps de nombres et Γ = C μ H. Supposons que la représentation μ soit ﬁdèle,
et que les extensions k/Q et Q(ξ)/Q soient linéairement disjointes. Soit E0/k la sous-extension de k(ξ)/k de
degré (l − 1)/m. Alors R1(M) est un sous-groupe de Cl◦(M), égal au sous-groupe A suivant :
A =
{(
c1, c2, . . . , cn, xφE0/k
(
n∏
i=1
Nk(χi)/k(ci)
)) ∣∣∣ (c1, c2, . . . , cn) ∈ R(M(H)), x ∈ SCl(E0)
}
.
Remarques. (1) On déduit immédiatement de ce théorème que R1(M) est isomorphe au groupe
produit R(M(H)) × SCl(E0).
(2) Considérons le cas particulier où m = q est un nombre premier, et k/Q est linéairement disjoint
du lq-ième corps cyclotomique sur Q : c’est la situation de l’article [20] ; précisons que le corps K
de [20] et [5, Appendix] est égal à E0. On a R(M(H)) = SqCl(k(ξq)) d’après [19, Théorème, p. 191]
car k ∩ Q(ξq) = Q, où Sq est un idéal de Stickelberger qui se déﬁnit de façon similaire à S , et ξq est
une racine primitive q-ième de l’unité. D’une façon explicite, la correction de [20] signalée dans la
section 1 est : R1(M)  SqCl(k(ξq)) × SCl(E0) et R1(M) = {(c, xφE0/k(Nk(ξq)/k(c))) | c ∈ SqCl(k(ξq)),
x ∈ SCl(E0)}.
Si K/k est une extension de corps de nombres de degré s, alors il existe un idéal I de Ok tel
que O K  O s−1k ⊕ I en tant que Ok-module. La classe de I dans Cl(k) est appelée la classe de Stei-
nitz de K/k. Si G est un groupe ﬁni, on désigne par Rmo(k,G) (mo pour modéré) l’ensemble des
classes de Steinitz des extensions galoisiennes modérées de k, dont le groupe de Galois est isomorphe
à G . Rappelons que si G est abélien, alors Rmo(k,G) est un sous-groupe de Cl(k) grâce à [16], car
resG1 (R(Ok[G])) = Rmo(k,G), où resG1 : Cl(Ok[G]) → Cl(k) est le morphisme qui, à la classe d’un Ok[G]-
module localement libre M , associe sa classe en tant que Ok-module dans Cl(k).
Une application du théorème précédent est la proposition suivante.
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disjointes. Alors l’ensemble Rmo(k,Γ ) des classes de Steinitz des extensions métacycliques de degré lm est le
sous-groupe de Cl(k) suivant :
Rmo(k,Γ ) = Rmo(k, H)lNE0/k
(
Cl(E0)
)m(l−1)/2
.
Remarque. Cette proposition est un cas particulier de [6, Théorème A.5, p. 342] (A pour Appendice)
qui est un résultat de L.P. Endo. Mais ici la démonstration est différente et plus courte. Signalons que
l’appendice de [6] est un résumé de plusieurs résultats contenus dans la thèse de Endo.
2. Préliminaires
Le but de cette section est d’établir ou rappeler quelques propositions en vue de la démonstration
du principal résultat de cet article.
Soient K un corps de nombres quelconque et Γ ′ un groupe ﬁni. Supposons qu’aucun caractère
absolument irreductible de Γ ′ ne soit symplectique (notre groupe Γ de la section 1 vériﬁe cette
condition) ; en particulier K [Γ ′] satisfait la condition d’Eichler. Soit M′ un O K -ordre maximal de
K [Γ ′] contenant O K [Γ ′]. Ci-dessous, nous rappelons brièvement la Hom-description de Fröhlich du
groupe des classes Cl(M′) et la notion de résolvante de Fröhlich–Lagrange (voir [12]).
On désigne par RΓ ′ le groupe des caractères virtuels de Γ ′ . Soient K une clôture algébrique de K ,
K× = K \ {0}, ΩK = Gal(K/K ), J (K ) le groupe des idèles de K , et U (K ) le sous-groupe des idèles
unités de J (K ). Alors
Cl
(M′) HomΩK (RΓ ′ , J (K ))
HomΩK (RΓ ′ , K
×)HomΩK (RΓ ′ ,U (K ))
.
Soit M/K une extension galoisienne à groupe de Galois isomorphe à Γ ′ . Si π est un isomorphisme
déﬁni sur Gal(M/K ) et à valeurs dans Γ ′ , alors tout caractère χ ′ de Γ ′ induit un caractère χ ′ ◦ π
de Gal(M/K ) que l’on notera aussi χ ′ . Si γ ∈ Γ ′ , nous noterons π−1(γ ) ∈ Gal(M/K ) simplement
par γ . Soit B une K -algèbre commutative, alors M ⊗K B est un B[Γ ′]-module libre de rang 1 ; soit
a ∈ M ⊗K B une base de ce module. Soit T : Γ ′ → GLn(K ) une représentation linéaire de Γ ′ de
caractère χ ′ . On appelle résolvante de Fröhlich–Lagrange de a et de χ ′ , l’élément de K ⊗K B , noté
〈a,χ ′〉M/K (ou 〈a,χ ′〉 si aucune confusion n’est possible), déﬁni par :
〈
a,χ ′
〉
M/K = Det
( ∑
γ∈Γ ′
γ (a)T
(
γ −1
))
,
où Det désigne le déterminant.
Pour tout idéal premier p de O K , soit Kp (resp. O K ,p) la complétion de K (resp. O K ) en p. On
pose : Mp = M ⊗K Kp et OM,p = OM ⊗O K O K ,p . Supposons M/K modérée. On sait que OM est
un O K [Γ ′]-module localement libre de rang 1. Pour tout idéal premier p de O K , soit αp une base
(normale locale entière) du O K ,p[Γ ′]-module OM,p . Soit a une base (normale) du K [Γ ′]-module M .
Nous rappelons aussi que d’après Fröhlich (voir [12]), un représentant de la classe de M′ ⊗O K [Γ ′] OM
dans Cl(M′) est l’application f déﬁnie par :
f
(
χ ′
)= ( 〈αp,χ ′〉〈a,χ ′〉
)
p
.
Désormais N/k désigne une extension modérément ramiﬁée à groupe de Galois isomorphe à Γ ,
où k et Γ vériﬁent les hypothèses du théorème 1.1 : k∩Q(ξ) = Q et Γ = C μ H avec μ ﬁdèle. Nous
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base du k[Γ ]-module N . Pour tout idéal premier p de Ok , soit αp une base du Ok,p[Γ ]-module ON,p .
Soit i, 1  i  n. Les égalités suivantes découlent facilement de la déﬁnition des résolvantes de
Fröhlich–Lagrange :
〈αp,ψi〉 =
〈
TrNp/(k1)p(αp),χi
〉
k1/k
, 〈a,ψi〉 =
〈
TrN/k1(a),χi
〉
k1/k
.
Signalons que TrNp/(k1)p(αp) et TrN/k1 (a) sont des bases respectives du Ok,p[H]-module Ok1,p et
du k[H]-module k1.
Soient b et bp des bases respectives du k1[C]-module N et du Ok1,p[C]-module ON,p . Soit S
un système de représentants des classes d’équivalence des éléments de Gal(Q/k) modulo Gal(Q/k1)
(rappelons que Q est une clôture algébrique de Q). Puisque χ = IndΓC ψ , par un résultat de Fröhlich
(voir [10, (5.12), p. 401] ou [11, Theorem 12, p. 165]), il existe λ et λp des éléments inversibles
respectifs des anneaux k[C] et Ok,p[C] tels que :
〈a,χ〉ψ(λ) = Nk1/k
(〈b,ψ〉N/k1)e(k1/k),
et
〈αp,χ〉ψ(λp) = Nk1/k
(〈bp,ψ〉N/k1)e((k1)p/kp),
où ψ a été prolongé par linéarité à kp[C], e(k1/k)2 est le discriminant d’une base du k-espace vecto-
riel k1, e((k1)p/kp)2Ok,p est le discriminant de (k1)p/kp , et
Nk1/k
(〈x,ψ〉N/k1)= ∏
γ∈S
γ
(〈
x, γ −1ψ
〉
N/k1
)
.
Supposons que k1/k et k(ξ)/k soient linéairement disjointes. On peut donc choisir un prolonge-
ment τ de τ à Q vériﬁant τ (ξ) = ξ . Il est clair qu’on peut supposer S = {τ i, 0 i  (m − 1)}. Alors
Nk1/k
(〈x,ψ〉N/k1)= ∏
γ∈S
γ
(〈x,ψ〉N/k1)=
m−1∏
i=0
τ i
(〈x,ψ〉N/k1).
Une démonstration similaire à celle de la proposition 4.1 dans [3, pp. 22–23] nous donne :
Proposition 2.1. Sous les hypothèses et notations ci-dessus, un représentant de la classe de M ⊗Ok[Γ ] ON
dans Cl(M) est l’élément f de HomΩk (RΓ , J (k)) déﬁni par :
f (ψ0) = (1),
f (ψi) =
( 〈TrNp/(k1)p(αp),χi〉k1/k
〈TrN/k1(a),χi〉k1/k
)
p
, pour tout i, 1 i  n,
f (χ) =
(
e((k1)p/kp)
e(k1/k)
m−1∏
i=0
τ i
( 〈bp,ψ〉N/k1
〈b,ψ〉N/k1
))
p
.
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si K/k est une extension ﬁnie de corps de nombres, [K : k] désigne son degré.
Soit Res le morphisme de restriction de Gal(k1(ξ)/k) sur Gal(k1/k) ( H). Nous noterons aussi par
μ le morphisme μ ◦ Res :
μ : Gal(k1(ξ)/k)−→ (Z/lZ)∗ ( Aut(C)).
Soit ν : Gal(k1(ξ)/k) → (Z/lZ)∗ le morphisme déﬁni par : si g est un élément de Gal(k1(ξ)/k) et
g(ξ) = ξ i , alors ν(g) est la classe de i modulo lZ.
On désigne par λ le morphisme suivant :
λ : Gal(k1(ξ)/k)−→ (Z/lZ)∗,
g −→ ν(g)μ(g)−1.
Soit Z le sous-corps de k1(ξ)/k ﬁxe par Ker(λ). Supposons que k1/k et k(ξ)/k soient linéairement
disjointes. D’après [6, Proposition A.2(1), p. 341], le sous-groupe Ker(λ) est cyclique d’ordre m (dans
notre situation m = pgcd(m, [k(ξ) : k]) ; attention à la différence des notations : les p et q de [6, Ap-
pendice] correspondent respectivement à l et m). De plus, k1(ξ) est égal à la composée des extensions
Z et k(ξ) (resp. k1).
Comme les extensions Z/Z ∩ k(ξ) et k(ξ)/Z ∩ k(ξ) sont linéairement disjointes et [Zk(ξ) : Z ] =
[k1(ξ) : Z ] = m, on a [k(ξ) : Z ∩ k(ξ)] = m. Puisque k(ξ)/k est cyclique on en déduit que Z ∩ k(ξ) =
E0. Par conséquent Z/E0 et k(ξ)/E0 sont linéairement disjointes et Gal(Z/E0)  Gal(k1(ξ)/k(ξ))
( Gal(k1/k)).
De Z/Z ∩ k1 et k1/Z ∩ k1 sont linéairement disjointes et [Zk1 : Z ] = [k1(ξ) : Z ] = m, on tire
[k1 : Z ∩ k1] =m. D’où Z ∩ k1 = k. Il s’ensuit que Z/k et k1/k sont linéairement disjointes, et
Gal(Z/k)  Gal(k1(ξ)/k1)  Gal(k(ξ)/k) (= S).
Les extensions N/k1 et k1(ξ)/k1 sont linéairement disjointes car leurs degrés respectifs l et l − 1
sont premiers entre eux. On a : N ∩ k(ξ) = N ∩ k1(ξ) ∩ k(ξ) = k1 ∩ k(ξ) = k. Par suite N/k et k(ξ)/k
sont linéairement disjointes. Donc Gal(N(ξ)/k)  Gal(N/k) × Gal(k(ξ)/k).
Rappelons les notations :
Gal(N/k) = 〈σ ,τ : σ l = τm = 1, τστ−1 = σ r 〉,
S = Gal(k(ξ)/k)= {si | 1 i  l − 1}, avec si(ξ) = ξ i .
On a les isomorphismes de restriction :
Gal
(
N(ξ)/N
) Gal(k1(ξ)/k1) Gal(k(ξ)/k)= S,
Gal
(
N(ξ)/k(ξ)
) Gal(N/k) = 〈σ ,τ 〉,
Gal
(
N(ξ)/k1(ξ)
) Gal(N/k1) = 〈σ 〉 = C,
Gal
(
k1(ξ)/k(ξ)
) Gal(k1/k)  H = 〈τ 〉.
Dans la suite, pour simpliﬁer les notations, nous noterons de la même façon, quand il n’ y a aucune
confusion possible, un élément de Gal(N(ξ)/k) et sa restriction à une sous-extension de N(ξ)/k. Si
i ∈ Z, on notera aussi i sa classe dans Z/lZ, et l’on désignera par i∗ son inverse modulo lZ lorsque i
est premier à l.
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Gal(k(ξ)/k) × Gal(k1/k). On peut donc noter
Gal
(
k1(ξ)/k
)= {siτ j ∣∣ 1 i  l − 1, 0 j m − 1}.
On a : ν(si) = i, ν(τ ) = 1, μ(si) = 1 et μ(τ) = r. D’où
λ
(
siτ
j)= i(r∗) j.
Un calcul simple montre que le groupe cyclique Ker(λ) est engendré par τ sr . Par conséquent Z/k
est la sous-extension de k1(ξ)/k ﬁxe par τ sr .
Remarque. Le corps k˜ déﬁni dans [14, §5] est égal à Z .
Soit ϕ un caractère de degré 1 et d’ordre l de C . Soit x un élément de N . Rappelons la déﬁnition
de la résolvante de Fröhlich–Lagrange 〈x,ϕ〉N/k1 :
〈x,ϕ〉N/k1 =
l−1∑
i=0
ϕ
(
σ−i
)
σ i(x).
On vériﬁe sans peine les propriétés suivantes :
σ
(〈x,ϕ〉N/k1)= ϕ(σ )〈x,ϕ〉N/k1 , τ (〈x,ϕ〉N/k1)= 〈τ (x),ϕr∗〉N/k1 ,
si
(〈x,ϕ〉N/k1)= 〈x,ϕ i 〉N/k1 .
Soit K0/k une sous-extension de degré l de N/k. Puisque N/k est une extension décomposée au
sens de [17] (i.e., composée de K0/k et k1/k qui sont linéairement disjointes), d’après [17, Lemme 5],
il existe b ∈ K0 telle que {σ(b), σ ∈ C} est une base normale de N/k1 (la démonstration est simple :
elle consiste en l’adaptation de celle du théorème de la base normale dans une extension galoisienne).
Choisissons K0/k la sous-extension de N/k ﬁxe par H = 〈τ 〉, de sorte que τ (b) = b.
Des trois propriétés ci-dessus, on déduit immédiatement que 〈b,ψ〉lN/k1 est un élément de Z .
On peut écrire d’une manière unique :
〈b,ψ〉lN/k1O Z =
(
I(ψ)
)l l−1∏
i=1
J i(ψ)
i,
où I(ψ) est un idéal fractionnaire de Z , et les J i(ψ), 1 i  (l − 1), sont des idéaux entiers de O Z ,
sans facteur carré et premiers entre eux deux à deux.
En utilisant l’unicité de la décomposition précédente et les propriétés de 〈b,ψ〉N/k1 on montre
facilement qu’on a :
si
(
J1(ψ)
)= J1(ψ i), J i(ψ) = J1(ψ i∗).
On en déduit :
〈b,ψ〉lN/k O Z =
(
I(ψ)
)l
θ J1(ψ),1
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fractionnaires de Z .
Si K/k est une extension ﬁnie de corps de nombres, on note clk(O K ) sa classe de Steinitz, et si I
est un idéal fractionnaire de k, on désigne par cl(I) sa classe dans Cl(k) le groupe des classes de k.
Proposition 2.2. Soient ci , 0 i  n+ 1, les composantes de [M ⊗Ok[Γ ] ON ] dans
∏n
i=0 Cl(k(χi))× Cl(E0).
Alors :
(i) c0 est la classe triviale dans Cl(k).
(ii) (c1, c2, . . . , cn) est la classe de [M(H) ⊗Ok[H] Ok1 ] dans
∏n
i=1 Cl(k(χi)).
(iii) cn+1 = φE0/k(clk(Ok1 ))NZ/E0 (cl(I(ψ)−1)) dans Cl(E0).
Nous aurons besoin d’un lemme pour la démonstration de l’assertion (iii) de la proposition précé-
dente. Avant de l’énoncer, précisons quelques notations.
Comme ci-dessus, on peut écrire d’une manière unique :
〈b,ψ〉lN/k1Ok1(ξ) =
(
I ′(ψ)
)l l−1∏
i=1
J ′i(ψ)
i,
où I ′(ψ) est un idéal fractionnaire de k1(ξ), et les J ′i(ψ), 1  i  (l − 1), sont des idéaux entiers de
Ok1(ξ) , sans facteur carré et premiers entre eux deux à deux. On montre sans diﬃculté qu’on a :
si
(
J ′1(ψ)
)= J ′1(ψ i), J ′i(ψ) = J ′1(ψ i∗), τ ( J ′i(ψ))= J ′i(ψr∗),
et l’on obtient :
〈b,ψ〉lN/k1Ok1(ξ) =
(
I ′(ψ)
)l
θ J ′1(ψ),
où θ J ′1(ψ) se calcule en utilisant la structure naturelle de Z[S]-module de l’ensemble des idéaux
fractionnaires de k1(ξ).
Lemme 2.3. Sous les notations précédentes on a : J ′1(ψ) = J1(ψ)Ok1(ξ) et I ′(ψ) = I(ψ)Ok1(ξ) .
Démonstration. Si K/k est une extension ﬁnie de corps de nombres, on note (K/k) son discrimi-
nant.
On a τ sr( J ′1(ψ)) = J ′1(ψrr
∗
) = J ′1(ψ). Donc J ′1(ψ) est un idéal ambige de l’extension k1(ξ)/Z
(i.e., J ′1(ψ) est invariant sous Gal(k1(ξ)/Z)). Puisque ψ est non trivial et 〈b,ψ〉N/k1 	= 0, on a
N(ξ) = k1(ξ)(〈b,ψ〉N/k1 ). Les extensions N/k1 et k1(ξ)/k1 étant modérées, on obtient : la compo-
sée N(ξ)/k1 est modérée et donc N(ξ)/k1(ξ) l’est aussi. Par la théorie de Kummer (N(ξ)/k1(ξ)) =
(
∏l−1
i=1 J ′i(ψ))
l−1. Par conséquent J ′1(ψ) est premier avec lOk1(ξ) . Parce que k1(ξ) = Z(ξ), les seuls
idéaux premiers de O Z qui peuvent éventuellement se ramiﬁer dans k1(ξ)/Z sont des diviseurs
de lO Z . Comme J ′1(ψ) est un idéal ambige de k1(ξ)/Z , sans facteur carré et est premier avec
(k1(ξ)/Z)O Z on obtient : il existe un idéal X de O Z satisfaisant J ′1(ψ) = XOk1(ξ) .
Posons α = 〈b,ψ〉lN/k1 et J = θ X . Alors (α J−1)m = Nk1(ξ)/Z (I ′(ψ))l . Mais l et m sont premiers
entre eux, d’où Nk1(ξ)/Z (I
′(ψ)) = Ym , où Y est un idéal fractionnaire de Z . On vériﬁe facilement que
si(I ′(ψ)) = I ′(ψ i) et τ (I ′(ψ)) = I ′(ψr∗ ) ; on en déduit que I ′(ψ) est un idéal ambige de k1(ξ)/Z .
Comme Nk1(ξ)/Z (I
′(ψ))Ok1(ξ) =
∏
γ∈Gal(k1(ξ)/Z) γ (I
′(ψ)), on a (Y Ok1(ξ))m = I ′(ψ)m . Par conséquent
I ′(ψ) = Y Ok1(ξ) .
De ce qui précède on tire [I(ψ)lθ J1(ψ)]Ok1(ξ) = [Y lθ X]Ok1(ξ) . Par suite I(ψ)lθ J1(ψ) = Y lθ X ;
donc I(ψ) = Y et J1(ψ) = X par l’unicité de la décomposition. Ceci termine la démonstration du
lemme. 
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(ii) La démonstration est analogue à celle de l’assertion (ii) de la proposition 4.2 dans [3, p. 24].
(iii) La preuve consiste en la détermination de la classe du contenu de l’idèle suivant, lequel est
déﬁni dans la proposition 2.1 :
f (χ) =
(
e((k1)p/kp)
e(k1/k)
m−1∏
i=0
τ i
( 〈bp,ψ〉N/k1
〈b,ψ〉N/k1
))
p
.
Il suit de [12, Note 4, pp. 50–51] que la classe dans Cl(k1(ξ)) du contenu de l’idèle (〈bp,ψ〉N/k1/〈b,ψ〉N/k1 )p est la classe de l’idéal fractionnaire 〈ON ,ψ〉N/k1/〈b,ψ〉N/k1 . Mais la classe de ce der-
nier est égale à cl(I ′(ψ)−1) par le théorème 2.3(1) de [19]. Par le lemme 2.3, cl(I ′(ψ)−1) =
cl(I(ψ)−1Ok1(ξ)).
D’après [17], on peut choisir bp ∈ O K0,p (rappelons que K0/k est la sous-extension de N/k ﬁxe par
H = 〈τ 〉, de telle sorte que τ (b) = b). La résolvante 〈bp,ψ〉N/k1 vériﬁant les mêmes propriétés que〈b,ψ〉N/k1 , on obtient 〈bp,ψ〉N/k1/〈b,ψ〉N/k1 ∈ Zp . Comme Gal(k1(ξ)/k(ξ)) est isomorphe par restric-
tion à Gal(Z/E0), et la restriction de τ à k1(ξ) est un générateur de Gal(k1(ξ)/k(ξ)), on a : Gal(Z/E0)
est engendré par la restriction de τ à Z . On en déduit que la classe dans Cl(E0) du contenu de l’idèle
(
∏m−1
i=0 τ i(〈bp,ψ〉N/k1/〈b,ψ〉N/k1 ))p est NZ/E0(cl(I(ψ)−1)).
Soit I l’idéal fractionnaire de k qui est le contenu de l’idèle (e((k1)p/kp)/e(k1/k))p . Un raisonne-
ment similaire à celui de la ﬁn de la preuve de la proposition 4.2(iii) dans [3, p. 24] nous donne :
cl(I) = clk(Ok1 ). Ceci permet d’achever la démonstration de (iii). 
Proposition 2.4. Supposons que le discriminant de k1/k soit premier à lOk, et que toute sous-extension de
k1/k différente de k soit ramiﬁée en au moins une place ﬁnie. Alors toute sous-extension de Z/E0 différente de
E0 est ramiﬁée en au moins une place ﬁnie.
Démonstration. Soit X/E0 une sous-extension de Z/E0 de degré x 	= 1. Comme k1/k est cyclique et
x divise m (rappelons que le degré de Z/E0 est m), il existe une (unique) sous-extension Y /k de
k1/k de degré x. Les extensions k1/k et k(ξ)/k étant arithmétiquement disjointes (i.e., linéairement
disjointes et de discriminants premiers entre eux), il en est de même de Y /k et k(ξ)/k. Par suite le
degré de Y (ξ)/k(ξ) est x et (Y (ξ)/k(ξ)) = (Y /k)Ok(ξ) , où  désigne le discriminant. Puisque les
extensions Z/E0 et k(ξ)/E0 sont linéairement disjointes, X/E0 et k(ξ)/E0 le sont aussi ; d’où le degré
de X(ξ)/k(ξ) est x. Comme k1(ξ)/k(ξ) est cyclique, on a X(ξ) = Y (ξ). Par conséquent X(ξ)/k(ξ) est
ramiﬁée en au moins une place ﬁnie première à lOk(ξ) . Mais X(ξ)/X et k(ξ)/E0 sont non ramiﬁés en
toute place ﬁnie sauf peut-être en une place au dessus de l. On en déduit que X/E0 est ramiﬁée en
au moins une place ﬁnie. Ce qui termine la démonstration. 
Proposition 2.5. Soit S ′ l’idéal de Z[S] engendré par les éléments de la forme c − sc , où c est premier avec l
et sc(ξ) = ξ c (sc = si , où c ≡ i mod l et 1 i  l − 1).
(1) On a : S = (1/l)θS ′.
(2) Soit M un Z[S]-module. Notons SM le sous-module de M engendré par les éléments de la forme sm, où
s ∈ S et m ∈ M. Soit m ∈ M, alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) m ∈ SM.
(ii) Pour tout s′ ∈ S ′ , s′m ∈ SM.
Démonstration. (1) Voir [25, Lemma 6.9, p. 93].
(2) Voir [15, Lemma 4.1.5, p. 577]. 
Enﬁn, soient K un corps de nombres contenant ξ et K (α1/l)/K une extension cyclique (de
Kummer) de degré l. Puisque l 	= 2 et lO K = (1 − ξ)l−1O K , d’après [13, Theorem 119, p. 136], si
α ≡ 1 mod∗ l2O K , alors tout idéal premier p de O K divisant lO K est totalement décomposé dans
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particulier, K (α1/l)/K est modérément ramiﬁée.
3. Démonstration des principaux résultats
Dans cette section, nous démontrons le théorème 1.1 et la proposition 1.2.
Démonstration du théorème 1.1. Rappelons qu’on veut montrer l’égalité R1(M) = A, où A est le
sous-ensemble de
∏n
i=1 Cl(k(χi)) × Cl(E0) :
A =
{(
c1, c2, . . . , cn, xφE0/k
(
n∏
i=1
Nk(χi)/k(ci)
)) ∣∣∣ (c1, c2, . . . , cn) ∈ R(M(H)), x ∈ SCl(E0)
}
.
(1) Montrons l’inclusion R1(M) ⊂ A.
On utilise les hypothèses et notations de la proposition 2.2. Tout d’abord (c1, c2, . . . , cn) ∈
R(M(H)) par cette dernière. En raisonnant comme dans le début de la partie (1) de la preuve du
théorème 1.1 dans [3, p. 25] (on utilise le caractère de la représentation régulière de H) on obtient :
clk(Ok1) =
n∏
i=1
Nk(χi)/k(ci)
χi(1) =
n∏
i=1
Nk(χi)/k(ci).
Rappelons l’égalité :
〈b,ψ〉lN/k1O Z =
(
I(ψ)
)l
θ J1(ψ).
Dans ce qui suit on notera 〈b,ψ〉N/k1 simplement par 〈b,ψ〉. D’une façon naturelle, N(ξ) \ {0} est
un Z[Gal(N(ξ)/k)]-module.
Soit s′ ∈ S ′ . On a :
(
s′〈b,ψ〉l)O Z = s′ I(ψ)l(θ/l)s′ J1(ψ)l.
Soit (c − sc) ∈ S ′ . L’élément (c − sc)〈b,ψ〉 appartient à Z car : D’une part
σ(c − sc)〈b,ψ〉 = σ
(〈b,ψ〉c/sc(〈b,ψ〉))
= (ψ(σ )c/ψc(σ ))(c − sc)〈b,ψ〉 = (c − sc)〈b,ψ〉.
D’autre part, les égalités τ sr(c − sc) = (c − sc)τ sr et τ sr〈b,ψ〉 = 〈b,ψ〉 impliquent τ sr(c − sc)〈b,ψ〉 =
(c − sc)〈b,ψ〉. Il s’ensuit que s′〈b,ψ〉 ∈ Z . D’où
(
s′〈b,ψ〉)O Z = s′ I(ψ)(θ/l)s′ J1(ψ),
et donc s′ cl(I(ψ)−1) ∈ SCl(Z) (Cl(Z) a une structure naturelle de Z[S]-module) car S = (1/l)θS ′ en
vertu de la proposition 2.5(1). On en déduit que cl(I(ψ)−1) est un élément de SCl(Z) par l’assertion
(2) de la proposition 2.5. Par conséquent NZ/E0(cl(I(ψ)
−1)) ∈ SCl(E0).
Posons NZ/E0 (cl(I(ψ)
−1)) = x. Alors cn+1 = xφE0/k(
∏n
i=1 Nk(χi)/k(ci)). Ceci termine la démonstra-
tion de l’inclusion (1).
(2) Montrons l’inclusion A ⊂ R1(M).
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∏n
i=1 Nk(χi)/k(ci))) un élément de A.
Tout d’abord on considère l’élément (c1, c2, . . . , cn) de R(M(H)). Soit Ex : Cl(Ok[H]) → Cl(M(H))
la surjection induite par l’extension des scalaires de Ok[H] à M(H). Puisque Ex(R(Ok[H])) =
R(M(H)), les assertions (a), (b), et (c) de [16, Theorem 6.17, p. 289], nous aﬃrment l’existence d’une
extension modérée k1/k à groupe de Galois isomorphe à H = 〈τ 〉, telle que [M(H) ⊗Ok[H] Ok1 ] =
(c1, c2, . . . , cn), la seule sous-extension de k1/k non ramiﬁée sur k est k lui-même, et dont le discri-
minant est premier à lOk . Signalons que la dernière condition sur le discriminant implique que k1/k
et k(ξ)/k sont linéairement disjointes.
On rappelle qu’on peut déﬁnir λ : Gal(k1(ξ)/k) → (Z/lZ)∗ , le morphisme de groupes qui à g fait
correspondre ν(g)μ(g)−1 (voir la section 2 juste après la proposition 2.1). Les extensions k1/k et
k(ξ)/k étant linéairement disjointes, nous rappelons aussi qu’on peut appliquer [6, Proposition A.2(1),
p. 341] et noter
Gal
(
k1(ξ)/k
)= {siτ j ∣∣ 1 i  l − 1, 0 j m − 1}.
Soit Z le sous-corps de k1(ξ)/k ﬁxe par ker(λ) (= 〈τ sr〉). Par la proposition 2.4, toute sous-
extension de Z/E0 différente de E0 est ramiﬁée. Ce dernier fait entraîne que NZ/E0 : Cl(Z) → Cl(E0)
est surjective grâce à [25, Theorem 10.1, p. 400]. On en déduit que NZ/E0 induit un morphisme sur-
jectif de SCl(Z) sur SCl(E0)
Ensuite on considère l’élément x de SCl(E0). Soit y ∈ SCl(Z) vériﬁant
NZ/E0(y) = x.
D’après l’assertion (1) de la proposition 2.5, il existe un entier a, des idéaux fractionnaires I i ,
1  i  a, qu’on peut choisir premiers avec lO Z par le théorème de densité de Chebotarev, et des
éléments s′i , 1 i  a, de S ′ tels que :
I =
a∏
i=1
(1/l)s′iθ Ii, et y = cl(I).
Posons J =∏ai=1 s′i I i . Alors :
Il = θ J .
Soit le cycle C = l2O Z . Soit Cl(Z , C) le groupe des classes de rayon de Z modulo C . Par la surjection
canonique de Cl(Z , C) sur Cl(Z) et le théorème de densité de Chebotarev, il existe un idéal premier p
de O Z , totalement décomposé dans Z/k et tel que cl(p) = cl( J ) dans Cl(Z , C). Il s’ensuit qu’il existe
α′ ∈ Z satisfaisant :
p = α′ J , α′ ≡ 1 mod∗ l2O Z .
Posons
α = θα′.
Alors
αO Z =
(
I−1
)l
θp.
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luation p-adique. Il ne peut être une puissance l-ème dans k1(ξ), car sinon Z(α(1/l))/Z serait une
sous-extension de k1(ξ)/Z de degré l, et donc l diviserait m, ce qui est impossible.
Soit ω un élément d’une clôture algébrique de k vériﬁant ωl = α. Posons L = k1(ξ)(ω). Alors
L/k1(ξ) est une extension cyclique (de Kummer) de degré l. Rappelons que ψ est un caractère de
degré 1 et d’ordre l du groupe (abstrait) C ; ψ a été choisi dans la section 1. Tout d’abord choisissons
un générateur σ de C tel que ψ(σ ) = ξ . Ensuite identiﬁons C avec Gal(L/k1(ξ)) en faisant agir σ sur
L de sorte que σ(ω) = ξω.
Pour tout i, 1 i  (l − 1), soit θi l’élément de Stickelberger : θi = (1/l)(i − si)θ . De siθ = iθ − lθi ,
et en posant ci = (θiα′)−1 on tire :
si(α) = αicli, où ci ∈ Z .
De l’égalité précédente on déduit que Gal(k1(ξ)/k1) opère sur le sous-groupe 〈α〉 de k1(ξ)×/
(k1(ξ)×)l engendré par la classe de α (c’est le sous-groupe associé à l’extension L/k1(ξ) par la théorie
de Kummer), où k1(ξ)× = k1(ξ) \ {0}. Par conséquent L/k1 est galoisienne ; elle est de degré l(l − 1).
Soit si0 un générateur de Gal(k1(ξ)/k1). Notons si0 et ci0 tout simplement par s et c, de sorte que
s(α) = αi0cl . Notons aussi par s un prolongement de s à L. L’égalité ωl = α entraîne s(ω)l = s(α) =
(ωi0c)l . On choisit le prolongement de s déﬁni par s(ω) = ωi0c.
L’extension L/k1 est abélienne, en effet : σ s(ω) = (ξω)i0c = sσ(ω). Le degré de L/k1 étant égal
à l(l − 1), le groupe abélien Gal(L/k1) admet un sous groupe d’ordre l − 1. Donc il existe une
sous-extension galoisienne N/k1 de L/k1 de degré l. Notons que puisque N/k1 et k1(ξ)/k1 sont linéai-
rement disjointes, on a Nk1(ξ) = L, et les isomorphismes de restriction : Gal(L/k1(ξ))  Gal(N/k1) et
Gal(L/N)  Gal(k1(ξ)/k1).
Comme τ sr(α) = α (rappelons que Gal(k1(ξ)/Z) = 〈τ sr〉), on a :
τ (α) = sr∗(α) = αr∗clr∗ .
On en déduit que Gal(k1(ξ)/k) opère sur 〈α〉. Par suite L/k est galoisienne. En particulier, L/k(ξ) est
galoisienne de degré lm.
Pour simpliﬁer les notations, posons cr∗ = d et notons aussi par τ un prolongement de τ à L. De
ωl = α on tire τ (ω)l = (ωr∗d)l . Choisissons le prolongement de τ déﬁni par τ (ω) = ωr∗d.
Ci-dessous nous montrons que Gal(L/k(ξ)) est isomorphe à Γ . Pour cela, comme σ est d’ordre l,
il reste à montrer que τστ−1 = σ r et τ est d’ordre m. Il est immédiat qu’il suﬃt de faire les calculs
à l’aide de ω.
D’une part τσ (ω) = τ (ξω) = ξωr∗d, et d’autre part σ rτ (ω) = σ r(ωr∗d) = dσ r(ω)r∗ = d(ξ rω)r∗ .
Donc τστ−1 = σ r .
De τ (ω) = ωr∗d, on déduit τ 2(ω) = ωr∗2dr∗τ (d). En réitérant le procédé, on obtient :
τm(ω) = ωr∗m
m−1∏
j=0
τ j(d)r
∗(m−1− j)
.
Rappelons que la classe de r dans (Z/lZ)∗ est d’ordre m, et donc celle de r∗ aussi. Soit e un entier
naturel vériﬁant r∗m = 1+ el. Alors
τm(ω) = ωαe
m−1∏
j=0
τ j(d)r
∗(m−1− j)
.
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τm(α) = αr∗m
[
m−1∏
j=0
τ j(d)r
∗(m−1− j)
]l
= α
[
αe
m−1∏
j=0
τ j(d)r
∗(m−1− j)
]l
.
Mais τm(α) = α (puisque la restriction de τ à k1(ξ) est d’ordre m). Donc
[
αe
m−1∏
j=0
τ j(d)r
∗(m−1− j)
]l
= 1.
Comme ξ /∈ Z (rappelons que Z(ξ) = k1(ξ)), αe∏m−1j=0 τ j(d)r∗(m−1− j) = 1. Par suite τm(ω) = ω, d’où τ
est d’ordre m. Ceci achève la démonstration de l’assertion : Gal(L/k(ξ)) est isomorphe à Γ .
Nous allons maintenant prouver que N/k est galoisienne modérée, à groupe de Galois isomorphe
à Γ .
Montrons l’égalité : sτ = τ s. On a sτ (ω) = ωi0r∗cr∗ s(d) et τ s(ω) = ωi0r∗di0τ (c). Mais sτ (α) =
τ s(α), d’où [cr∗ s(d)]l = [di0τ (c)]l , ce qui entraîne cr∗ s(d) = di0τ (c) puisque ξ /∈ Z . Donc sτ (ω) =
τ s(ω), d’où sτ = τ s.
Rappelons que sσ = σ s. Par conséquent s appartient au centre de Gal(L/k), en particulier le sous-
groupe 〈s〉 engendré par s est un sous-groupe distingué de Gal(L/k). Comme N est le sous-corps de L
ﬁxe par 〈s〉, N/k est galoisienne. Il est immédiat que N/k et k(ξ)/k sont linéairement disjointes et L =
Nk(ξ). On en déduit que Gal(L/k(ξ)) est isomorphe par restriction à Gal(N/k). Donc Gal(N/k)  Γ .
De α′ ≡ 1 mod∗ l2O Z et α = θα′ , on tire α ≡ 1 mod∗ l2O Z . Il s’ensuit que
α ≡ 1 mod∗ l2Ok1(ξ).
Par conséquent L/k1(ξ) est modérément ramiﬁée par le rappel provenant de la théorie de Kummer
et situé à la ﬁn de la section 2. Comme k1(ξ)/k est modérée car c’est une composée des extensions
k1/k et k(ξ)/k qui le sont, l’extension L/k est modérée. Par suite N/k est modérée puisque c’est une
sous-extension de L/k.
Soit K/k la sous-extension de degré l de N/k ﬁxe par 〈τ 〉. Soit b un élément de K engendrant une
base normale de N/k1 (donc 〈b,ψ〉 	= 0). On a L = k1(ξ)(〈b,ψ〉), car ψ est non trivial, 〈b,ψ〉 	= 0 et
〈b,ψ〉l ∈ k1(ξ). Par la théorie de Kummer, il existe g ∈ k1(ξ) et i, 1 i  (l−1), tels que α = gl〈b,ψ〉li .
Comme ωl = α, il existe j, 0  j  (l − 1), satisfaisant ω = g〈b,ψ〉iξ j . Rappelons que σ(〈b,ψ〉) =
ψ(σ )〈b,ψ〉 et ψ(σ ) = ξ . D’où σ(ω) = ξ iω. Par conséquent i = 1, car σ(ω) = ξω. Donc
α = gl〈b,ψ〉l.
Mais 〈b,ψ〉l ∈ Z et α ∈ Z , par suite g ∈ Z (sinon Z(g)/Z serait une sous-extension de k1(ξ)/Z de
degré l, et l diviserait m). En utilisant la décomposition (de façon unique) αO Z = (I−1)lθp on obtient :
〈b,ψ〉l O Z =
(
(g I)−1
)l
θp
est la décomposition (de façon unique) de 〈b,ψ〉l O Z .
Rappelons que y = cl(I) et NZ/E0(y) = x. Alors
NZ/E0
(
cl
(
(g I)
))= NZ/E0(cl(I))= x.
Puisque clk(Ok1 ) =
∏n
i=1 Nk(χi)/k(ci), on conclut que X = [M⊗Ok[Γ ] ON ] grâce à la proposition 2.2.
Donc A ⊂ R1(M). Ceci termine la démonstration du théorème 1.1. 
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p. 341], cela aurait pu nous raccourcir la démonstration précédente en évitant un calcul explicite
de Gal(L/k(ξ)) ; lorsque m est un nombre premier, on peut trouver un calcul similaire au notre dans
[7,23].
Démonstration de la proposition 1.2. (1) Montrons l’inclusion Rmo(k,Γ ) ⊂ Rmo(k, H)lNE0/k ×
(Cl(E0))m(l−1)/2 pour tout corps de nombres k.
Soit N/k une extension galoisienne modérée à groupe de Galois isomorphe à Γ . Soit k1/k sa sous-
extension ﬁxe par C . Par la transitivité de la classe de Steinitz dans une tour de corps de nombres
(voir [9, Theorem 4.1])
clk(ON) =
(
clk(Ok1)
)l
Nk1/k
(
clk1(ON)
)
.
Comme le degré de l’extension N/k1 est impair, par un résultat d’Artin (voir [1]) on a
clk1(ON) = cl
(
(N/k1)
1/2).
Soit F le conducteur d’Artin d’un caractère de degré 1 et d’ordre l de C . Alors (N/k1) = Fl−1 par
la décomposition d’Artin et Hasse du discriminant en un produit de conducteurs. Comme N/k1 est
modérée, il suit de [14, Proposition 2.5] que
F =
(
a∏
i=1
pi
)
Ok1 ,
où a est un entier et les pi sont des idéaux premiers distincts de Ok . On en déduit :
Nk1/k
(
clk1(ON)
)= cl
(
a∏
i=1
pi
)m(l−1)/2
.
On conclut qu’on a notre première inclusion car cl(pi) ∈ NE0/k(Cl(E0)) par [6, Proposition A.4(3),
p. 342] et clk(Ok1 ) ∈ Rmo(k, H).
(2) Montrons l’inclusion : Rmo(k, H)lNE0/k(Cl(E0))
m(l−1)/2 ⊂ Rmo(k,Γ ).
Soit c ∈ Rmo(k, H). Par [16], il existe k1/k une extension galoisienne modérée à groupe de Galois
isomorphe à H , telle que clk(Ok1 ) = c, la seule sous-extension de k1/k non ramiﬁée sur k est k lui-
même, et dont le discriminant est premier à lOk . Il est clair que k1/k et k(ξ)/k sont linéairement
disjointes.
Soit (c1, c2, . . . , cn) la classe de [M(H) ⊗Ok[H] Ok1 ] dans
∏n
i=1 Cl(k(χi)). Supposons doréna-
vant que k/Q et Q(ξ)/Q soient linéairement disjointes. Soient x ∈ SCl(E0) et X = (c1, c2, . . . , cn,
xφE0/k(
∏n
i=1 Nk(χi)/k(ci))). D’après le théorème 1.1, X ∈ R1(M). Donc il existe une extension galoi-
sienne modérée Nx/k, à groupe de Galois isomorphe à Γ , telle que X = [M ⊗Ok[Γ ] ONx ]. Soient f
un représentant de X dans la Hom-description de Cl(M) et rΓ le caractère de la représentation ré-
gulière de Γ . En utilisant [12, pp. 62–63], on voit que clk(ONx ) est représentée par le contenu de
l’idèle f (rC ) ∈ J (k) (c’est le même argument que celui du début de la partie (1) de la preuve du
théorème 1.1 dans [3, p. 25]). On en déduit :
clk(ONx) =
n∏
i=1
Nk(χi)/k(ci)
χi(1)NE0/k
(
xφE0/k
(
n∏
i=1
Nk(χi)/k(ci)
))χ(1)
.
1834 F. Sbeity, B. Sodaïgui / Journal of Number Theory 130 (2010) 1818–1834Rappelons que χi(1) = 1, χ(1) =m et clk(Ok1 ) =
∏n
i=1 Nk(χi)/k(ci)χi(1) = c. Donc
clk(ONx) = ccm(l−1)/mNE0/k(x)m = clNE0/k(x)m.
Par conséquent clNE0/k(SCl(E0))m ⊂ Rmo(k,Γ ).
Il est immédiat que NE0/k(SCl(E0)) = NE0/k(Cl(E0))(l−1)/2. Il s’ensuit que clNE0/k(Cl(E0))m(l−1)/2 ⊂
Rmo(k,Γ ), d’où notre seconde inclusion. Ceci achève la démonstration de la proposition 1.2. 
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